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ProC povidat o maticich, diferencialnich (§R) a diferen¢nich
rovnicich (AR) v kurzu Populaéni ekologie?

m maticové modely se hodi na popis prechodl (mezi roky,
mezi vyvojovymi stadii), hledame stabilni zastoupeni v
populaci

m /R a AR jsou vhodné pro popisy vztahl a vyvoje v Case



Priklady — Matice
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Priklady — Diferencialni rovnice
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Vektor a Matice

Populacni Vektor je veliCina charakterizovana velikosti a smérem,

ekologie o . " , . v, ¥, g3l 521 314
Pavel Fibich zn.X, je to usporadana n-tice Cisel x;. Napf.: x°', y=', 2

Vekgora 3 O
Matice X = asxb ’}7:<0>’2:(5391)
i

Matice je charakterizovana poctem fadku a sloupcu. Sklada
se z vektort. Napf. A%?, E33

3 -1 100
A=| -1 O ,E=10 10
1 8 0 0 1

Jednotlivé prvky matice se odkazuji indexy, aj je prvek na
i-tém fadku a v j-tém sloupci.

Hodi se na zapis linearniho zobrazeni, feSeni obyCejnych
OR, k vyjadreni soustavy linearnich rovnic, ...



Matice
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Y= \/yjadreni soustavy linearnich rovnic, napfr.

Vektor a

Matice 3xx -y +z = 3
—X -z 2 (1)
X 48xy —2xz = 0

maticove (neznamé a pravé strany jsou vektory)

(8 2)(2) ()

Zkraceny zapis A  ii = b. Kdyz jsou pravé strany nulové,
fikame Ze je soustava homogenni.



Operace s maticemi a vektory
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keioae Vektory jdou
e m 7' 4+ b?! = ¥2! sgitat, jsou-li kompatibilni
Maice. m 3"« ¢ = 3! nasobit skalarem,

m XM s yin = A X104 y1 — ¢ nasobit mezi sebou, . ..
Matice jdou

m AT 4 B™ = C™" géitat jsou-li stejnych rozmér
m A™ x ¢c = C™ nasobit skalarem (Cislem)
m A™ b = &M nasobit kompatibilnim vektorem

m A™ « Bk = C™k nasobit mezi sebou maji-li spoleny
rozmér

m (A™)T = A" transponovat (pfevracet)
m A" invertovat (hledat opaénou matici), . ..




Operace s maticemi
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Scitani matic je komutativni. A™" + B™ = C™"
Vektor a

. 3 1 1 100 4 -1
-1t 0 1 |+[l0o1to0o])=(-1 11

1 8 2 0 0 1 1 8 3
Nasobeni matice skalarem je komutativni. A™" x ¢ = C™"

3 -2 0 9 6 0
2 1 5 |«x3=|6 3 15
3 3 1 9 9 3



Operace s maticemi

F;okgulgagﬁgi Nasobeni matice vektorem neni komutativni. Pro
A™ 5 pM = ¢™ je definovano jako c;j = Y k_; @ik * by

Pavel Fibich

e (_21)*(5 _z)—<1‘; —24)
(55 0)(1)-(%)
3 -1 5
(7o) ()

Nasobeni matice vektorem je specialni pfipad nasobeni
dvou matic. Vzorec pro vypocCet zlstava stejny.
http://wims.unice.fr/wims/en_
tool~linear~matmult.html


http://wims.unice.fr/wims/en_tool~linear~matmult.html
http://wims.unice.fr/wims/en_tool~linear~matmult.html

Co nas u matic zajima

Populaéni

ekologie Hruba charakteristika matice (jedno, malo Cisel).
SCEESN  Determinant zn. det A, |A|

Vektor a m Ctvercové matici n x n prifadime cCislo (skalar),

Matice
m absolutné odpovida Skalovani objemu daného linearni
transformaci kterou matice popisuje

m pocita se pomoci Sarrusova pravidla (jen velikost
2x2,3x3), Leibnizovym vzorecem (libovolna)

Charakteristicka rovnice je dana |A — X x E| = 0, napf.

a=(3 )

‘S—A 1

0=|A—A+E| =

_\2 _
> _)\‘—)\ 3xA+2



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Populaéni
ekologie

SN Vlastni (charakteristicka) Cisla jsou koreny
o charakteristické rovnice, zn. );

‘ektor a ’ . — ’ . .
Matice Vlastni vektor je vektor u ktery vyhovuje rovnici

(A= AxE)xu=0
Vlastni ¢islo mé& svuj vlastni vektor. Nebo jinak
Axl=\*U
U # 0 je vlastni vektor a \ je vlastni ¢islo.

Vlastni vektory se v ekologii pouzivaji jako charakteristika
stabilni (vékové) struktury pro danou prechodovou matici.



Vlastni Cisla a vlastni vektory
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3 —1
eKtor a A: ( )
?\//Ia?ce 2 0
3\ —1
2 A

Kofeny rovnice jsou Ay = 2, Ao = 1, a vlastni vektory
33— -1 . U — 1 -1 U
2 ) =2 -2 !

feSenim je napf. vektor u; = ( 2 ) Podobné je treba

O:|A—>\*E|:‘ ‘:Az—s*wrz

dopocitat vlastni vektor pro As.



Power iteration (method)
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SN Metoda pocitajici vlastni Cisla a vektory bez rozkladu
(nepocita determinant). Tato metoda najde jen dominantni
Matcs (nejvétsi) vlastni &islo a k nému nalezici vlastni vektor.
Vypocet probiha v iteracich

b . Ab
K T Abg]|

Zacina se nenulovych by a v kazdém kroku se vysledek
normalizuje.

Jde pouzit i na velké matice, ale muze konvergovat pomalu.
Pouziva ji Suspa, Google (PageRanks) i Twitter
(recommendations).



Piiklady
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Shrnuti matic
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m Matice se sklada z radku a sloupcu
m S maticemi jdou provadét zakladni aritmetické operace

m které ale Casto nesplnuji komutativni zakon
m nebo nejsou vibec definovany kvuli nekompatibilni

Shrnuti matic

velikosti
m S maticemi jde lehce pracovat v matematickém softu
(R, Matlab, ...)

m Vlastni vektory a vlastni Cisla charakterizuji matici, v
ekologii charakterizuji stabilni (vékovou, velikostni)
strukturu.



Literatura a odkazy
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B http:
//www.kwon3d.com/theory/vectmat .html

Shrnuti matic

m On-line vypoCet http://wims.unice.fr/wims/
en_tool~linear~matmult.html

B http:
//www.facstaff.bucknell.edu/mastascu/
eLessonsHTML/Circuit/MatVecMultiply.htm


http://www.kwon3d.com/theory/vectmat.html
http://www.kwon3d.com/theory/vectmat.html
http://wims.unice.fr/wims/en_tool~linear~matmult.html
http://wims.unice.fr/wims/en_tool~linear~matmult.html
http://www.facstaff.bucknell.edu/mastascu/eLessonsHTML/Circuit/MatVecMultiply.htm
http://www.facstaff.bucknell.edu/mastascu/eLessonsHTML/Circuit/MatVecMultiply.htm
http://www.facstaff.bucknell.edu/mastascu/eLessonsHTML/Circuit/MatVecMultiply.htm

Uvodni pojmy

Poplaerl Smeérnice k pfimky y = kxx+ g
m udava pomér zmeny veliCiny y a pfi zméné x
m k urCuje zda je ptrimka (y) klesajici/rostouci/nezavisla
na x

Derivace funkce x(t) vyjadfuje zménu funkce x(t) (jejiho

Rovnice vysledku, obrazu) vzhledem ke zméné parametru ¢

m zna¢ime % nebo Casto jen zkracené X’ (tj. kdyz vime
podle ¢eho derivujeme)

| X’(t) = % = lima¢_0 7X(I+Ai)t_x(t)

m je smeérnice teCny v bodé

m napr. rychlost = derivace vzdalenosti podle ¢asu

Pavel Fibich




Diferencialni rovnice (JR)
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OR je matematicka rovnice tvaru

y'(t)y=1(t.y)

Vv niz neznamou (feSenim) je funkce (y). Derivace této
funkce (y’) a pfipadné samotna funkce je také obsazena v

Pavel Fibich

Diferencialni

o rovnici. Za feseni (integral) R povazujeme kazdou funkci
y, ktera vyhovuje oR.
Priklady:
By =rxy, tedeni y(t) = yo x ™!
m dy/dt = rxy(1—y/K), Teseni y(t) = -5

Uvedené 6R maji nekonecné mnoho feseni, proto Casto
uvadime pocatecni podminky y(t) = yp (napf. y(0) = 5).
Prava strana /R rika jak se y meéni.



Typy a reseni 6R
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Rikame, ze 6R je 1., 2., ... Fadu pokud obsahuje 1., 2.,
...derivaci neznamé funkce.
Typy DR dle derivace

m obycejné JR obsahuiji derivace hledané funkce jen
podle jedné proméné,

ounice m parcialni §R obsahuji derivace hledané funkce podle

vice proménych

Pavel Fibich

Typy 6R dle pravé strany
m se separovanymi promeénymi, homogenni, ...
Reseni
m obecné nebere v Gvahu poc¢atecni podminky,
m parcialni musi spliovat poc¢aste¢ni podminky



Geometricky vyznam y' = (¢, y)
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V kazdém bodé (t*, y*) v roviné dané osami t a y je dana
hodnota f(t*, y*)

m kterd udava derivaci fce y(t), ktera je feSenim 6R a
B plati y(t*) = y* v bodé t* a souCasneé je tedy smérnici
rovniee teCny v bode t*
m smérnici je jednoznacné zadan smer teény
m mlzeme tak nakreslit v kazdém bodé (t*, y*) Sipku
(Carku) se smérnici f(t*, y*)
Vysledny obrazek je sméroveé pole.
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Diferencialni
rovnice
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Jak fesit y' = f(t, y), y(to) = yo?
m analyticky podle pravé strany rovnice integrovanim;
S je-li rovnice trochu slozitéjsi je to pracné nebo
e nefesitelné
m numericky ziskame pfriblizné feseni, metody
m Eulerova metoda
m Runge-Kutta
m Prediktor-Korektor, ...



v

ResSime 0 R analyticky- priklad

Poplaerl Mame ‘3{ =rxy,kde r = b— d (birth - death). r rlist
populace a y velikost populace.

Pavel Fibich
Resime separaci proménych ,‘i{, = dt a integrovanim
/ / a
rxy
Diferencialni 1
oviie —Iny=t+C
r

vyjadfime si postupné y
Iny=rx(t+ C)

rx(t+C) _ e C x et — K x @+t

y=e
Nyni mdzeme zvolit poc¢atecni podminky y(f) = yoat=0
v=Kxe’=K

Dohromady mame feeni §R ve tvaru y = y, * e™L.



Analytické feSeni & = rx y je y = yo x €™
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. 1 1,22
Pavel Fibich 5 1,49 a0

3 1,82
4 223
5 2,72
6 3,32
7| 4,06
8 4,95
) o ] 6,05
leerlenf:lalnl 10 7,39
rovnice 1 9.03
12 11,02
13 13,46

14 1644 i
15 20,09
16 24,53
17 29,96
18 36,6
19 44,7
20 54,6
21 66,69
22 81,45
23 99,48
24 121,51

25 148,41 a0

26 181,27



Eulerova metoda - numerické reseni 6 R
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Pavel Fibich Nehledame feSeni y’ = f(t, y) (coz uz vime, ze je funkce y),
ale pouzijeme aproximaci te¢nhou.

Postupujeme v diskrétnich krocich At. V bodé (fy, yo) ma
integralni kfivka teCnu o smérnici f({y, yo). Nahradime-li
erencint integralni kfivku te¢nou, zméni se na te¢né veliCina t o

rovnice hodnotu At, pak se hodnota y zméni o Ay = f(fy, Xg) * At.
Pro kratky krok At je tato aproximace zpravidla vyhovuijici.

tecna setna
PR —
a(t) - i




Eulerova metoda - numerické reseni
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Pro bod (fy + At) dostavame feSeni

y(fo + At) = yo + f(to, yo) x At

Diferencialni

rovnice A obecné
Yerr = Yt + f(tn, yn) * At
Je to nejjednodusi metoda, je malo presna. Cim mensi At

tim je presnéjsi, ale to znamena Zze musime provést vic
krokd.



Eulerova metoda - priklad v excelu
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P Pustte si excel a zkusime pouzit Eulerovu metodu na feseni

BN ) = f(t,y) =r+yx (1 —y/K) s poCatecnima podminkama
to=1,y0=1,r=01,K=10,At =1

Lt y | Ay |
to Yo Ayy = f(lo, yo) * At
=1t +At| y1=Yo+Ayo | Ayy = f(ty, y1) x At
R b=t +At| yo=y1+ Ay | Ays = f(bo, y2) x At

37 M 15 19 23 27 31 35 39 43 47 51 ¢
175 9 13 17 2125 20 38 37 41 45 49 53



Ostatni metody pro numerické reseni DR
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Dalsi metody (Runge-Kutta,Prediktor-Korektor) pro
numerické feseni diferencialnich rovnic jsou mnohem
presnéjsi a jsou soucasti knihoven pro matematicky soft.

Diferencialni i

rovnice m Online -
http://math.rice.edu/~dfield/dfpp.html

m Komerc¢ni - Matlab, Maple, Mathematica

m VolIné dostupné - Maxima, SciLab, R, Octave,. ..



http://math.rice.edu/~dfield/dfpp.html

Diferencni rovnice (AR)
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e AR jsou diskrétni podobou diferencialni rovnic (6R). Zmény
jsou chapany skokoveé nikoliv spoijité jako u dR (napf. jako v
Eulerové metodg).

AR ma tvar

Y1 = f(¥n),
e a feSenim je kazda posloupnost y = {y»}°° ,, ktera spliiuje
o predchozi rovnici.
Pevny bod (PB) funkce f je Cislo y* takove, ze f(y*) = y*.
Posloupnost PB y = {y*}> , je feSenim AR.
RozliSujeme 2 typy pevnych bodu:
m atraktivni PB - body v jeho okoli se k nému blizi

m repulzivni PB - body v jeho okoli jsou odpuzovany



Diferencni rovnice - priklad
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Aritmeticka posloupnost je definovana rekurentnim vzorcem
any1 = an+A

Diference je zde an, 1 — an = A.
Diferenéni Yy , . v . .
rovnice Resenim diferencni rovnice je posloupnost

an=ap+nxA
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Jednoduché grafické reSeni (pavucinovy model).
Zakreslime y = f(x) ay = x.

Pavel Fibich

Y, Tn+1

3

Diferenéni
rovnice

Lp|==~=

o Ty T3 T2 Ty T



Prevod DR na AR
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Pokud je zména v diferenicalni rovnici diskrétni, mizeme
aproximovat DR pomoci AR.

L Yreat — i
dy/dt ~ T
Diferenéni

rovnice To je nap‘rl'llklad pro y/ =rxyx (1 — y/K) aAt=1

Yor1t =Yn+rxYnx (1= yn/K)



Piiklady
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Number of ParameeiumimL.

5 10
Time (days)

15

(a) A Paramecium population in the lab

Diferenéni

rovnice 80

60

20

Number of females
g

Number of Daphnia/50 mL

0 20 40 60 80 100 120 130 160

1975 1980 1085 1990 1995 2000
Time (days) e 2 g

Time (years)
(b) A Daphnia population in the lab (c) A song sparrow population in its natural habitat

Copyright & Pearson Educalion, Inc., publishing as Benjamin Cummings.



lynx sleduje snowshoe

Populaéni
ekologie

Diferenéni
rovnice




Shrnuti rovnic
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m /R vyjadfuji spojitou zavislost, zménu (napf. v Case) a
jejich feSenim je funkce.

m /R jdou fesit analyticky (integrovanim) nebo numericky
(aproximaci).

m Metody pro numerické feSeni jsou lehce pouzitélné v
matematickém softu nebo Casto i v excelu.

m AR definuji diskrétni (skokovou) zavislost, feSenim je
posloupnost.

Shrnuti rovnic

m )/ = r = y exponencialni rist (neomezeny)
m )y =rxy=x(1—y/K) logisticky rist (omezeny nosnou
kapacitou prostredi K)



Literatura a odkazy
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m Marik R., Dynamické modely v biologii. Skripta MZLU,
2004.

m Kot M., Elements of Mathematical Ecology. Cambridge
University press, 2001.

Shrnuti rovnic B http://math.rice.edu/~dfield/dfpp.html



http://math.rice.edu/~dfield/dfpp.html
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